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Аннотация  

Изучены некоторые аспекты математического моделирования и качественного анализа 

стационарного процесса диффузии неравновесных неосновных носителей заряда, обусловленного 

взаимодействием широкого пучка киловольтных электронов с многослойными планарными 

структурами конечной толщины с произвольным числом слоѐв. Рассмотрены вопросы 

корректности этих математических моделей и приведѐн обзор результатов таких качественных 

исследований за последнее время. 

 

Введение 

В полупроводниковом материаловедении при 

проведении исследований материалов с исполь-

зованием пучков киловольтных электронов наибо-

лее часто (пожалуй, за исключением рентгено-

спектрального микроанализа [1]) в качестве ин-

формативного регистрируется сигнал, обуслов-

ленный внешним воздействием и связанный с 

генерацией и диффузией в полупроводниковой 

мишени неравновесных неосновных носителей 

заряда (ННЗ) и/или регистрируются сигналы, ха-

рактеристики которых существенно зависят от 

ННЗ – например ток, наведѐнный электронным 

зондом или катодолюминесценция (КЛ) [2, 3]. 

Ранее вопросы количественной оценки влияния 

внешнего воздействия на распределение ННЗ в 

результате их диффузии в однородном полупро-

воднике в сочетании с рассмотрением единствен-

ности решения дифференциальных уравнений 

тепломассопереноса и корректности используе-

мых математических моделей рассматривались 

весьма редко. Пожалуй, наиболее подробно такие 

задачи рассматривались для остро сфокусирован-

ных пучков: моделировалась нестационарная диф-

фузия неравновесных ННЗ в методе времяпролѐт-

ной КЛ полупроводников [4-7] и результаты ма-

тематического моделирования сравнивались с 

результатами экспериментальных исследова-

ний [6-10]. Также для времяпролѐтной КЛ прово-

дилаcь оценка влияния изменений во внешнем 

воздействии на распределение ННЗ после диффу-

зии ННЗ, а для КЛ и излучательной рекомбинации 

в полупроводнике [11-14], в ряде работ проводи-

лось доказательство единственности решения 

дифференциальных уравнений диффузии и оцен-

ка корректности рассматриваемых моделей [15-

17]. Для широких электронных пучков количест-

венный анализ подобных задач не проводился, по-

жалуй, за исключением рассмотрения некоторых 

возможностей качественного анализа процессов 

диффузии ННЗ в многослойных планарных полу-

проводниковых структурах, образованных тонки-

ми слоями в объѐме толстой полупроводниковой 

подложки [18-22], а также рассмотрение коррект-

ности математической модели т.н. коллективной 

диффузии неосновных носителей заряда в одно-

родной полупроводниковой мишени конечной 

толщины [23].  

Постановка задачи 

В настоящей работе методами математиче-

ского моделирования продолжены исследования 

диффузионных процессов, обусловленных взаи-

модействием широких электронных пучков с по-

лупроводниками. Объектами изучения являются 

математические модели, описывающие процессы 

диффузии неравновесных ННЗ, генерированных 

широким пучком киловольтных электронов в 

многослойных планарных структурах конечной 

толщины с произвольным числом слоев. 

Математическая модель одномерной 
диффузии неравновесных ННЗ, 
генерированных плоским бесконечно 
тонким источником, некоторые 
возможности еѐ использования и оценки 

Для тонкого планарного источника ННЗ, 

находящегося на глубине 0z ,  0 0,z   , рассмат-

риваемая математическая модель может быть за-

писана как [24, 25]: 
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Здесь 
0( , )p z z  – распределение ННЗ после их 

диффузии в однородной полупроводниковой ми-

шени.  

Искомое распределение по глубине нерав-

новесных ННЗ ( )p z  в однородной мишени мо-

жет быть получено как 

 0 0

0

( ) , .p z p z z dz



     (3) 

Отметим, что данный подход может быть 

использован для нахождения распределений ННЗ 

в результате их диффузии как в однородных, так и 

в планарных двух- [26, 27] и трехслойных [28-30] 

полупроводниковых мишенях. В принципе реше-

ние может быть получено и для большего числа 

слоев многослойной полупроводниковой мишени, 

однако это сопряжено с существенными трудно-

стями технического характера и потому этот спо-

соб к положительному результату не привѐл: на 

основании рассмотрения решений для двух- и 

трѐхслойных структур нам не удалось найти зако-

номерность в формулах для решения дифферен-

циальных уравнений и описать алгоритм решения 

задачи для произвольного числа слоѐв много-

слойной структуры. 

При наличии внешних воздействий на изу-

чаемый полупроводник для математической мо-

дели будем иметь различные функции  1ρ z  и 

 2ρ z  в правой части дифференциального урав-

нения (1) и, соответственно, два различных его ре-

шения 1 0( , )p z z  и 2 0( , )p z z , а, следовательно, 

для 1( )p z  и 2 ( )p z . Можно показать, что для 

однородной мишени при выполнения условия  

   2 1z z       (4) 

справедливы оценки 

2 0 1 0( , ) ( , )p z z p z z L    

и 

2 1( ) ( ) .p z p z     

Отсюда следуют существование и един-

ственность решения дифференциального уравне-

ния (1) с граничными условиями (2), т.е. коррект-

ность математической модели (1)-(3) и много-

слойных математических моделей, построенных 

на основе модели (1)-(3). 

 

 

Математическая модель одномерной 
диффузии неравновесных ННЗ в 
многослойной планарной мишени 
конечной толщины, некоторые 
возможности еѐ использования и оценки 

Рассматриваемая математическая модель 

может быть записана как [32-34] 

 
   

 
 

( ) ( )
( ) ( )

( )
,

i i
i i

i

d p z p zd
D z z

dz dz z




  
   

 
 

  

1, ,i n  (5) 

с граничными условиями  

 
 

 
 

(1)

(1) (1) (1)

0

( )

( ) ( ) ( )

0 ,

.

s

z

n

n n n

s

z l

d p z
D p

dz

d p z
D p l

dz





 
  





  



 (6) 

Верхний индекс в скобках указывает номер слоя. 

Для многослойной структуры используются обозна-

чения: 1 0z  , 1nz l   – внешние границы полу-

проводника, 2 3,  ,  ...,  nz z z  – координаты границ 

раздела слоев; ( )iD , ( )iL , ( )i  - электрофизические 

параметры: коэффициент диффузии, диффузионная 

длина и время жизни ННЗ в i-м слое соответственно, 

при этом ( ) ( ) ( ) .i i iL D   На границах полупровод-

ника (при 0z   и при z l ) приведенные скорости 

поверхностной рекомбинации (1) (1) (1) (1)
sS L D , 

( ) ( ) ( ) ( )n n n n
sS L D , где (1)

s  и ( )n
s  - скорости 

поверхностной рекомбинации ННЗ в первом и n-ом 

слоях соответственно. 

В отличие от модели (1)-(3), такой подход 

позволяет получить точное аналитическое решение 

для произвольного числа слоѐв [32-34]. Для посто-

янных коэффициента диффузии и времени жизни 

ННЗ в каждом слое дифференциальное уравнение 

(5) может быть записано в виде 

      , 1, ,i i i iy z b y z f z i n      (7) 

с граничными условиями 

 1 10 ,y g    (8) 

    , 1, ,i i i i iy z a y z i n     (9) 

   1 1, 1i i i iy z y z i n    . (10) 

В результате для рассматриваемой задачи 

получим: 

1) решением (7) являются функции  

     1 2exp expi i i i iy z a b z a b z     
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2) из граничных условий (9) и (10) получаем си-

стему рекурсивных уравнений, позволяющих сде-

лать заключение о существовании и единственно-

сти рассматриваемой задачи: 

       1 2exp exp ,i i i i i i i i i ia b a b z a a b b z     

   1 2exp expi i i i i ia b z a b z    

   1, 1 1 2, 1 1exp expi i i i i ia b z a b z     

   
1

1 1

1
sh , 1, 1;

i

i

z

i i i
i z

f t b z t dt i n
b



      
 

3) решение задачи (7)-(10) существует и оно един-

ственно; 

4) предварительное рассмотрение показало, что, 

используя описанный подход, могут быть получе-

ны оценки, аналогичные полученным оценкам в 

задаче одномерной коллективной диффузии 

неравновесных ННЗ, генерируемых широким 

электронным пучком в однородной полупровод-

никовой мишени конечной толщины.  

Заключение 

Изучены математические модели стацио-

нарной диффузии неравновесных неосновных 

носителей заряда, генерируемых широким элек-

тронным пучком в планарных многослойных по-

лупроводниковых материалах.  

Получены оценки решений рассматривае-

мых задач, позволяющие использовать их в элек-

тронно-зондовых технологиях. 

Перспективы дальнейшего развития в 
данном направлении 

По мнению авторов, основная проблема в 

развитии данного направления состоит в коли-

чественном описании правой части дифферен-

циальных уравнений (5). Для многослойных 

структур, состоящих из слоѐв материалов с близ-

кими параметрами, прежде всего – близкими по-

стоянными решѐток слоѐв – в правой части всех 

дифференциальных уравнений (5) (т.е. 1,i n  ) 

можно использовать одну и ту же функцию  ρ ,z  

рассчитываемую для параметров, характерных 

для подложки. Такой подход может быть исполь-

зован, например, для твѐрдых растворов замеще-

ния, широко используемых в полупроводниковой 

оптоэлектронике [35, 20-21, 36]. Однако в общем 

случае необходимо учитывать немонохроматич-

ность электронного пучка после прохождения 

первого и каждого из последующих слоѐв струк-

туры [37-39], что само по себе до сих пор является 

непростой задачей. 

Исследования проведены при частичной 

финансовой поддержке Российского фонда фун-

даментальных исследований (проект № 19-03-

00271), а также РФФИ и правительства Калужс-

кой области (проект № 18-41-400001). 
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Степович М.А., Туртин Д.В., Калманович В.В. О моделировании диффузии 

неравновесных неосновных носителей заряда, генерированных электронным пучком в 

многослойной полупроводниковой мишени. Изучены некоторые аспекты 

математического моделирования и качественного анализа стационарного процесса 

диффузии неравновесных неосновных носителей заряда, обусловленного взаимодействием 

широкого пучка киловольтных электронов с многослойными планарными структурами 

конечной толщины с произвольным числом слоѐв. Рассмотрены вопросы корректности 

этих математических моделей и приведѐн обзор результатов таких качественных 

исследований за последнее время.  
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Stepovich M.A., Turtin D.V., Kalmanovich V.V. On modeling the diffusion of nonequilibrium 

minority charge carriers generated by an electron beam in a multilayer semiconductor target. 

Some aspects of mathematical modeling and qualitative analysis of the stationary diffusion pro-

cess of nonequilibrium minority charge carriers caused by the interaction of a wide beam of kilo-

volt electrons with multilayer planar structures of finite thickness with an arbitrary number of lay-

ers are studied. The questions of the correctness of these mathematical models are considered and 

an overview of the results of such qualitative studies in recent years is given. 

Key words: mathematical modeling, wide electron beam, semiconductor target, interaction, 
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