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Введение 

Наиболее опасным для прочности деталей автомобиля (в частности трансмиссии)  

является резонанс колебаний, который появляется, если частота хотя бы одного из периоди-

ческих возбуждающих моментов становится такой же, как собственная. Предупреждение 

вредных последствий резонансных явлений является важной научно-технической задачей. 

При этом усложненные физико-механические характеристики не дают возможность провести 

расчет собственных частот аналитически. Анализ спектра частот существенно усложняется в 

случае неоднородности материала детали. Возникающая локальная концентрация напряжений 

в сингулярных зонах неоднородной области на границах раздела сред с различными упругими 

характеристиками требует разработки уточненной методики расчета, что позволит избежать 

резонансных явлений при виброэксплуатации неоднородных ограниченных деталей и пра-

вильно подобрать рабочие режимы вибронагружения. Актуальным является и вопрос выбора 

геометрических и конструктивных параметров деформируемой детали. Решение этих про-

блем существенно повысит сроки эксплуатации и надежность деталей машиностроения и 

элементов конструкций. 

В современных практических приложениях автомобилестроения наблюдается повсе-

местное использование функционально-градиентных неоднородных и кусочно-неоднородных 

материалов. Спектр собственных частот таких материалов существенно отличается от соот-

ветствующих спектров частот для однородных материалов. Уже на уровне анализа спектра 

частот однородной области можно сделать некоторые выводы о наличии краевых динамиче-

ских эффектов в окрестности резонансных частот, важнейшим из которых является краевой 

резонанс [1, 2]. Картина распределения локальных зон концентрации напряжений в неодно-

родном и особенно в кусочно-неоднородном теле существенно усложняется и зависит от  

частотного параметра вибронагружения [2]. 

В данной работе в качестве объекта исследования выбрана трехмерная упругая кусочно-

неоднородная деталь с особыми зонами концентрации напряжений в угловых точках области 

и на внутренних поверхностях раздела сред с различными механическими характеристиками. 

Это обусловлено, во-первых, независимостью характера локальной концентрации напряжений 

от геометрии стыкуемых областей [3] и, во-вторых, повсеместным использованием подобных 

элементов с высокими прочностными характеристиками в технике [4, 5]. 

Исследование спектра собственных частот для однородных балок с прямоугольным 

поперечным сечением не представляет особых затруднений и может быть выполнено по  



31 

ISSN 1990-7796. Вести Автомобильно-дорожного института =  

Bulletin of the Automobile and Highway Institute, 2024, № 1(48) 
Сайт: vestnik.adidonntu.ru 

различным методикам [3–6]. Однако не представляется возможности использовать эти  

результаты ни для прогнозирования времени работы таких элементов, ни, тем более, для 

уточненного анализа динамических характеристик волнового поля при режимах работы, 

близких к резонансным. 

Вычисление собственных частот и анализ собственных форм колебаний в зависимости 

от различных усложненных разрывных физико-механических характеристик объекта пред-

ставляет несомненный практический и научный интерес. При этом необходим анализ изме-

нения механических характеристик волнового поля в пределах изменения упругих и геомет-

рических параметров исследуемой области. 

Цель работы 

Цель данной работы – качественный и количественный пространственный анализ ма-

тематических и механических характеристик волнового поля. Объект исследования – огра-

ниченная трехмерная призматическая кусочно-неоднородная деталь с характерными зонами 

локальной концентрации напряжений. Основной задачей является исследование спектра соб-

ственных частот и собственных форм колебаний в окрестности нерегулярных точек границы 

области и на внутренней границе раздела областей в зависимости от геометрии и упругих 

параметров стыкуемых областей. В статье поставлены и решены следующие задачи: 

1. Создание методики численного расчета спектра резонансных частот в программном 

комплексе ANSYS. Численное исследование проводится для детали, не имеющей начальных 

напряжений. 

2. Определение динамических характеристик напряженно-деформированного состояния 

при установившихся колебаниях исследуемой составной детали. 

3. Численный сравнительный анализ локальных характеристик волнового поля на 

различных резонансных частотах с целью определения наиболее опасных с точки зрения 

прочности собственных частот. 

4. Исследование влияния геометрии стыкуемых областей на характер локальной кон-

центрации напряжений. 

5. Формулировка выводов проведенного анализа и перспектив дальнейших исследо-

ваний. 

Постановка задачи и численное исследование 

Первым этапом исследования является определение и анализ спектра резонансных  

частот тела, состоящего из трех состыкованных однородных призматических трехмерных 

областей с различными упругими параметрами (рисунок 1). 

 

Рисунок 1 – Геометрия области 

Численный анализ спектра частот основан на компьютерном моделировании и после-

дующем модальном анализе в конечно-элементном комплексе ANSYS Mechanical 2019 R2. В 
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данной работе приведен расчет свободных колебаний без учета предварительных напря-

жений. 

Материал внешних наплавок областей – конструкционная сталь (Structural Steel), ма-

териал внутренней области – магний. Они соответственно представлены в библиотеке мате-

риалов программного комплекса. Тестовая модель внутренней области представляет собой 

прямоугольную пластину, линейный размер которой по оси x равен 0,22 м, по оси z – 0,08 м. 

Ширина внешних областей при α  = 0° – 0,02 м и в численном исследовании при изменении 

α  может варьироваться, в связи с чем форма наплавок будет трапецией. Толщина призмы h  

изменяется в пределах от 0,001 м до 0,03 м. 

При численном анализе определялись первые 14 собственных частот и собственных 

форм колебаний. Форма стыковки внутренней области и наплавок – жесткое сцепление. Гра-

ница контакта предполагалась гладкой. При исследовании волновых характеристик никакие 

условия закрепления на призматическую область не накладывались. Поскольку при таких 

условиях данная область имеет шесть степеней свободы (три линейные и три угловые), то 

первые шесть собственных («твердотельных») форм игнорировались. Данные формы не 

имеют физического смысла при установившихся колебаниях. 

На рисунке 2 представлена зависимость значений найденных резонансных частот от 

толщины призмы при α  = 0. Если увеличивать толщину призматической области от 0,001 м до 

0,03 м, то масса всего тела увеличивается и значения собственных частот растут. На рисунке 2 

отчетливо видно, что скорость увеличения значения резонансной частоты растет в зависимости 

от ее номера. Начиная от значения толщины где h ≈ 9∙10
–3

м, появляется постоянная частот, 

не изменяющаяся с дальнейшим увеличением толщины ωr   3100 Гц, которую можно считать 

частотой толщинного краевого резонанса и которая не зависит от толщины [7, 8]. Номер  

частоты ωr  уменьшается с ростом значения h (линия 1 на рисунке 2). С дальнейшим ростом 

толщины имеем еще одну такую более высокую частоту (линия 2 на рисунке 2). Как показали 

дальнейшие расчеты, динамические краевые эффекты на этой частоте выражены гораздо 

слабее. 

 

Рисунок 2 – Спектр собственных частот в зависимости от толщины призмы 

Наиболее действенным способом предотвращения разрушения конструкций при резо-

нансе является выбор режима вибрационной нагрузки и геометрии тела, собственная частота 

колебаний которой отличается от ее рабочей частоты. Наиболее актуален этот вывод для 

первых собственных форм и, особенно, для собственной формы колебаний на частоте крае-

вого резонанса. 
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Поэтому представляется интересным качественный и количественный анализ распре-

деления характеристик волнового поля в сингулярных зонах границы тела и в окрестности 

внутренних поверхностей раздела. 

Результаты численного анализа для кусочно-неоднородной трехмерной призмы пред-

ставлены на рисунках 3–6, где изображены эпюры изменения собственных напряжений σ x  

на внешней границе тела на различных собственных частотах при α  = 20°. 

 

Рисунок 3 – Распределение напряжений σ x  на 3-й собственной частоте 

 

Рисунок 4 – Распределение напряжений σ x  на 6-й собственной частоте 

 

Рисунок 5 – Распределение напряжений σ x  на 7-й собственной частоте 
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Рисунок 6 – Распределение напряжений σ x  на 8-й собственной частоте 

Распределение напряжений существенно зависит от номера собственной частоты. Ес-

ли на третьей собственной частоте практически отсутствуют зоны локальной концентрации 

напряжений, то уже на шестой эти зоны ярко выражены (локальные напряжения увеличива-

ются в 2,5 раза). Прочностной расчет на этой частоте обязательно должен учитывать макси-

мальные значения растягивающих и сжимающих напряжений в зоне концентраторов напря-

жений. Практически на всех частотах имеем несколько зон концентрации напряжений, для ко-

торых обычные теории прочности не применимы. Если проанализировать данные представ-

ленных рисунков, можно сделать вывод, что, если не учитывать локальную концентрацию 

напряжений, ошибка может достигать 800 %! 

Следует отметить, что с увеличением толщины призмы локальные и краевые динами-

ческие эффекты затухают. Это можно объяснить следствием общего увеличения массы тела. 

Однако, даже при большой массе тела локальные динамические эффекты не пропадают. 

Особенно явно это прослеживается на частотах краевого резонанса. 

Следующий этап численного анализа связан с влиянием геометрии стыкуемых областей, 

а именно угла асимметрии α  на величину и характер распределения локальных напряжений. 

На рисунках 7–8 представлено распределение нормальных напряжений σ x  на 7-й собственной 

частоте при α  = 20° и α  = 50°.  

 

Рисунок 7 – Распределение напряжений σ x  на 7-й собственной частоте при α  = 20° 
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Рисунок 8 – Распределение напряжений σ x  на 7-й собственной частоте при α  = 50° 

При увеличении значения угла α  на некоторых частотах наблюдается ярко выраженная 

концентрация напряжений на внешней границе наплавок и на внешних вершинах области, 

что так же следует рассматривать как повод для конструктивных изменений подобных неод-

нородных элементов конструкций. 

Из данных на представленных рисунках следует, что с увеличением значения α  и соот-

ветственно с увеличением массы наплавок интенсивность локальной концентрации напряжений 

существенно увеличивается. Рост максимальных напряжений наблюдается в 7 раз. Это нужно 

обязательно учитывать при проектировании неоднородных элементов конструкций. 

При больших значениях α  наблюдается существенная концентрация напряжений по 

толщине области. На рисунке 9 представлено распределение поля напряжений σ x  на торце 

трехмерной области при α  = 60° и частоте краевого резонанса ω  = 66041 Гц. Сжимающие 

напряжения достигают на этой частоте своего максимального значения, значительно превы-

шающего соответствующие значения на всем рассматриваемом частотном диапазоне. При 

малых значениях α  и на других резонансных частотах этот эффект отсутствует. 

 

Рисунок 9 – Распределение напряжений σ x  на 7-й собственной частоте при α  = 60° 

Выводы 

По данному исследованию справедливы следующие выводы: 

1. С ростом толщины призматической детали имеем рост значений резонансных  

частот. Скорость роста значений частот возрастает с ростом номера собственной частоты. 
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2. На спектре частот, начиная с некоторого значения толщины, появляются частоты 

краевого резонанса, характеризующиеся появлением плато в спектральной области. Это  

является причиной появления пограничных эффектов при установившихся колебаниях области. 

3. Характер динамического напряженно-деформированного состояния существенно 

зависит от номера собственной частоты. С увеличением номера собственной частоты интен-

сивность локальной концентрации напряжений увеличивается. Но на высоких частотах  

локальные динамические эффекты затухают. 

4. При увеличении массы наплавок и угла асимметрии области увеличивается интен-

сивность локальной концентрации напряжений, и появляются зоны интенсивности на торце 

области. 

Представленный модальный анализ свободных колебаний кусочно-неоднородной 

упругой призматической области является первым этапом динамического анализа, т. к. на 

его основе можно проводить анализ вынужденных колебаний и нестационарных задач. 

В качестве перспектив дальнейших исследований можно предложить следующие 

направления исследования: 

1. Изменение геометрии стыкуемых областей. Переход к анализу свободных колебаний 

несимметричных кусочно-неоднородных областей. 

2. Рассмотрение различных сочетаний упругих параметров наплавок и внутренней 

области, что, конечно, скажется на величине интенсивности локальной концентрации напря-

жений. Возможно рассмотрение колебаний области, состоящей из трех состыкованных 

призматических тел, каждое из которых имеет разные упругие характеристики. 

3. Одним из направлений исследования может стать рассмотрение наплавок или 

внутренней области, выполненных из функционально-градиентных материалов. 

4. Анализ собственных форм при таком значении угла асимметрии, при котором 

наплавки сойдутся. В этом случае будем иметь стык трех областей. Анализ напряженного 

состояния в такой сингулярной точке, несомненно, представляет теоретический и практический 

интерес. 
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Пространственный анализ резонансных волновых характеристик  

кусочно-неоднородных деталей 

Динамической конечно-элементной модели принадлежит ключевая роль в решении комплексной задачи 

обеспечения вибропрочности конструкции изделия. Современная вычислительная техника, программные  

продукты, испытательно-измерительные комплексы позволяют создать подробную модель конструкции изделия, 

а на основе эксперимента отстроить и подтвердить ее достоверность. Решение данных задач возможно в совре-

менных системах конечно-элементного анализа. Программа ANSYS является одной из самых универсальных, 

развивающихся и популярных систем конечно-элементного анализа у специалистов, занимающихся автомати-

зированными инженерными расчетами (CAE, Computer-Aided Engineering). Конечно-элементная модель авто-

мобильной детали является надежным инструментом анализа прочности изделия при изменении условий его 

эксплуатации, изменениях его конструкции, а также при создании новых изделий подобного класса. Методоло-

гическая ценность данного исследования заключается в разработке алгоритма исследования спектра собственных 

частот и собственных форм колебаний трехмерной призматической детали в окрестности нерегулярных точек 

границы области и на внутренней границе раздела областей в зависимости от геометрии и упругих параметров 

стыкуемых областей. Практический интерес представляет качественный и количественный пространственный 

анализ математических и механических характеристик волнового поля, а также их влияние на прочностные 

изменения в призматической детали. Объект исследования – кусочно-неоднородная трехмерная призма. При 

построении алгоритма, в основу расчета определения собственных частот и форм (мод) собственных колебаний 

проушины положен модальный анализ (определение собственных частот и форм (мод) собственных колебаний). 

Поставленная задача решалась методом конечных элементов в пакете ANSYS. Метод решения и проведенный 

модальный анализ помогли установить параметры колебаний призматической детали: было проведено исследование 

спектра резонансных частот и собственных форм колебаний в зависимости от упругих и геометрических пара-

метров детали определены собственные частоты и формы колебаний. Используя данную методику можно 

предотвращать возникновение опасных напряжений в конструкциях путем моделирования мероприятий по 

устранению резонансных частот в модели исследуемой автомобильной детали. 

ВОЛНОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ, ЛОКАЛЬНЫЕ КРАЕВЫЕ ЭФФЕКТЫ, СОБСТВЕННЫЕ ЧАСТОТЫ И 

ФОРМЫ КОЛЕБАНИЙ, СИНГУЛЯРНЫЕ ЗОНЫ, ТОЛЩИННЫЙ РЕЗОНАНС, МЕТОД КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ 
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Spatial Analysis of Resonant Wave Characteristics of Piecewise Inhomogeneous Parts 

The dynamic finite element model plays a key role in solving the complex problem of ensuring the vibration 

strength of a product structure. Modern computer technology, software products, and testing and measuring systems 

make it possible to create a detailed model of the product design, and, based on experiment, to build and confirm its 

accuracy. The solution of these problems is possible in modern finite element analysis systems. The ANSYS program is 

one of the most universal, developing and popular finite element analysis systems among specialists involved in  

automated engineering calculations (CAE, Computer-Aided Engineering). The finite element model of an automobile 

part is a reliable tool for analyzing the strength of a product when its operating conditions change, changes in its design, 

as well as when creating new products of a similar class. The methodological value of this study lies in the development of 

an algorithm for studying the spectrum of natural frequencies and natural vibration modes of a three-dimensional prismatic 

part in the vicinity of irregular points of the domain boundary and at the internal interface of the domains, depending on the 

geometry and elastic parameters of the joined domains. The qualitative and quantitative spatial analysis of the mathematical 

and mechanical characteristics of the wave field, as well as their influence on strength changes in a prismatic part is of 

practical interest. The object of study is a piecewise inhomogeneous three-dimensional prism. When constructing the 

algorithm, the basis for calculating the determination of natural frequencies and modes (modes) of natural vibrations of 

the eyelet is based on modal analysis (determining natural frequencies and modes of natural vibrations). The problem 

was solved using the finite element method in the ANSYS package. The solution method and the conducted modal 

analysis helped to establish the vibration parameters of the prismatic part: a study was carried out on the spectrum of 

resonant frequencies and natural modes of vibration depending on the elastic and geometric parameters of the part; the 

natural frequencies and modes of vibration were determined. Using this technique, it is possible to prevent the  
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occurrence of dangerous stresses in structures by modeling measures to eliminate resonant frequencies in a model of the 

automotive part under study. 

WAVE CHARACTERISTICS, LOCAL EDGE EFFECTS, NATURAL FREQUENCIES AND VIBRATION FORMS, 

SINGULAR ZONES, THICKNESS RESONANCE, FINITE ELEMENT METHOD 
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