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Аннотация 
Дано определение метрики, описаны свойства основных классических функциональных про-
странств с заданной метрикой, приведены примеры метрических пространств; показано, 
как вычислять расстояние и как выглядит шар в пространстве 2 , [ ; ]kC a b  при различных 
заданиях метрики. Выполнено исследование функций на принадлежность определенным про-
странствам. Произведено вычисление метрики. 

 
Введение 

одна из структур абстрактной математики 
восходит к простому математическому понятию – 
расстоянию между двумя точками A и B на плос-
кости. Его можно измерить через длину отрезка 
AB. Очевидно, такой способ измерения расстоя-
ния не всегда удобен: например, он не годится в 
условиях передвижения по городу, где хотелось 
бы учитывать расположение улиц и скорость раз-
ных видов транспорта. Таким образом, для рас-
стояния требуется адекватное обобщение, предо-
ставляющее возможность вычислять его в разных 
ситуациях по-разному. 

Самое общее понятие метрики (расстоя-
ния) и метрического пространства было введено в 
начале ХХ в. французским математиком Мори-
сом Фреше (1878-1973). Метрика как способ из-
мерять, насколько один объект отличается от дру-
гого, важна для построения математических мо-
делей самых разных процессов.  

Например, в микробиологии возникает 
необходимость определять расстояние между це-
почками ДНК; в квантовой физике – между состо-
яниями электронов в атоме; в процессах передачи 
информации подходящие метрики используются 
для идентификации и сглаживания помех, т.е. 
случайных отклонений функции на определенное 
расстояние от заданной траектории. Также мет-
рики применяются в задачах кодирования и рас-
познания сообщений. Например, для программи-
рования поисковых систем типа Яндекс, Google.  

Разнообразие метрических пространств 
этим списком не исчерпывается. Можно указать 
несколько других метрик, которые отличаются 
относительной простотой построения и наглядно-
стью приложений.  

Например, в задачах транспортного плани-
рования с радиальной схемой транспортных пу-
тей используется так называемая французская же-
лезнодорожная метрика. Для множества кривых 
на плоскости имеется метрика Хаусдорфа, кото-
рая в настоящее время используется в задачах 
компьютерного распознавания отсканированных 
текстов и изображений.  

В информатике разработано много специ-
альных метрик, среди которых классические мет-
рики Хэмминга и Левенштейна. Они выражают 
меру различия между цепочками символов. В 
частности, это необходимо для программирова-
ния поисковых систем типа Яндекс, Google. Эти 
же метрики находят применение в микробиоло-
гии, для измерения расстояния между цепочками 
ДНК.       

Актуальность данной темы заключается 
в том, что метрические пространства находят при-
менение в различных областях математики: ана-
лизе, геометрии, топологии и других разделах, 
оказывают влияние на изучение абстрактных ма-
тематических понятий, как близость и сходи-
мость. 

Тема исследования: изучение основных 
понятий, теоремы, примеры и применения теории 
метрических пространств в различных областях 
математики. 

Объект исследования: метрическое про-
странство. 

Предмет исследования: структура множе-
ства вместе с заданной на нём метрикой. 

Цель исследования: изучение основных 
определений и свойств метрических пространств; 
анализ различных типов метрических про-
странств с точки зрения их применения и свойств. 

Задачи исследования: выполнение ана-
лиза примеров метрических пространств, чтобы 
показать их основные характеристики и свойства, 
выявить их уникальные атрибуты.    

1. Перечень основных пространств, на 
которых будет задана метрика 

1. ( ; )= −∞ +∞  – пространство веще-
ственных чисел. 

2. n  – пространство n-мерных числовых 
векторов. Пространство n  состоит из векторов 

1 2( , ,..., ),nx x x x= x=(x1,x2,…,xn), где 

, 1, 2,3,...,kx k n∈ = . Числа kx  - координаты 
вектора.  
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3. m nM ×  – пространство числовых матриц 
размера m n× . Это пространство состоит из мат-
риц ( )ijA a= , где ija ∈ , 1, 2,... ,i m=  

1, 2,...,j n= . 
4. Пространства бесконечных числовых 

последовательностей ,1p p≤ ≤ ∞ . 

Пространство ,1p p≤ < ∞ , состоит из 
бесконечных числовых последовательностей, 

1{ } ,k kx x ∞
==  суммируемых со степенью p:  

1
.pp

k
k

x x
∞

=

∈ ⇔ < ∞∑  

В частности, 

1

1
;k

k
x x

∞

=

∈ ⇔ < ∞∑  

2 2

1
.k

k
x x

∞

=

∈ ⇔ < ∞∑  

Пространство ∞  состоит из ограниченных 
числовых последовательностей: 

0 : , 1, 2,3,...kx c x c k∞∈ ⇔ ∃ ≥ ≤ =  
Форма записи для числовых последова-

тельностей будет следующая: 1{ } ,k kx x ∞
== или в 

развернутом виде 1 2( , ,..., ,...).kx x x x=  
При натуральных значениях p простран-

ства бесконечных числовых последовательностей 
упорядочены по включению следующим образом: 

1 2 3 4 .∞⊂ ⊂ ⊂ ⊂ ⊂       
5. [ ; ], 0,1, 2,3,...kC a b k =  – простран-

ства непрерывных и непрерывно дифференцируе-
мых функций. 

Рассмотрим конечный отрезок [a;b]. Про-
странство C[a;b], которое иногда еще обозначают 
C0[a;b], состоит из функций x=x(t), непрерывных 
на отрезке [a;b]: 

[ ; ] ( )x C a b x t∈ ⇔  определена в каждой точке 
отрезка [a;b], 

0
0lim ( ) ( )

t t
x t x t

→
=  для любой точки 

0 ( ; ),t a b∈  

0 0
lim ( ) ( ), lim ( ) ( ).

t a t b
x t x a x t x b

→ + → −
= =  

Пространство Ck[a;b], k=1,2,3,…, состоит 
из функций x=x(t), которые k раз непрерывно 
дифференцируемы на отрезке [a;b]. Это значит, 
что функция x=x(t) имеет непрерывные производ-
ные вплоть до порядка k: 

( )( ) [ ; ] ( ) [ ; ].k kx t C a b x t C a b∈ ⇔ ∃ ∈  
В частности, 

1( ) [ ; ] ( ) [ ; ];x t C a b x t C a b′∈ ⇔ ∃ ∈  

2( ) [ ; ] ( ) [ ; ].x t C a b x t C a b′′∈ ⇔ ∃ ∈  

Функции 1[ ; ]x C a b∈  иногда называют глад-

кими функциями, а функции [ ; ]kx C a b∈  глад-
кими с порядком гладкости k. Пространство 
функций бесконечной гладкости C∞[a;b] состоит 
из функций, которые непрерывно дифференциру-
емы сколько угодно раз. Все пространства Ck[a;b] 
упорядочены по включению следующим образом: 

1 2 3[ ; ] [ , ] [ , ] [ , ]
... [ , ].
C a b C a b C a b C a b

C a b∞

⊃ ⊃ ⊃ ⊃

⊃


 

Кроме того, называем функцию x=x(t) ку-
сочно-непрерывной на отрезке [a;b], если этот от-
резок можно разбить на конечное число отрезков, 
на каждом из которых функция непрерывная. 
Называем функцию x=x(t) кусочно-гладкой на от-
резке [a;b], если отрезок можно разбить на конеч-
ное число отрезков, на каждом из которых функ-
ция гладкая.  

6. Пространства Лебега. 
( ; ),1pL a b p≤ ≤ ∞ . 

Названы в честь французского математика 
первой половины XX века Анри Лебега (1875-
1941). 

Рассмотрим конечный или бесконечный 
промежуток (a;b). 

Пространство ( ; ),1pL a b p≤ < ∞ , со-
стоит из функций x=x(t), суммируемых (интегри-
руемых) со степенью p на промежутке (a;b): 

( ) ( ; ) ( ) .
b

pp

a

x t L a b x t dt∈ ⇔ < ∞∫  

В частности, 

1( ) ( ; ) ( ) .
b

a

x t L a b x t dt∈ ⇔ < ∞∫  

2 2( ) ( ; ) ( ) .
b

a

x t L a b x t dt∈ ⇔ < ∞∫  

Иногда говорят, что пространство 
2 ( ; )L a b  состоит из квадратично суммируемых 

функций. 
При стремлении показателя p к бесконеч-

ности пространство ( ; )pL a b  преобразуется в 

пространство ( ; )L a b∞ , состоящее из ограничен-
ных функций на промежутке (a;b): 

( ) ( ; ) 0 :| ( ) | , ( ; ).x t L a b c x t c t a b∞∈ ⇔ ∃ ≥ ≤ ∈
Заметим, что функция, непрерывная на конечном 
отрезке, ограничена на нем и интегрируема с лю-
бым показателем p. Можно показать, что для ко-
нечного промежутка (a;b) все пространства, опре-
деленные пунктами 5, 6, образуют цепочку вклю-
чений: 



ИНФОРМАТИКА И КИБЕРНЕТИКА 
№ 3 (41), 2025, Донецк, ДонНТУ 

 ________________________________________________________________________________________________________________________________________________________________  

____________ 
54 

1 2

1 2

( ; ) ( ; ) ( ; )
[ ; ] [ ; ] [ ; ]

[ ; ].

L a b L a b L a b
C a b C a b C a b
C a b

∞

∞

⊃ ⊃ ⊃ ⊃

⊃ ⊃ ⊃ ⊃

⊃



  

Отметим, что представленное здесь описа-
ние пространств Лебега не является строгим. 

В определении и в других структурах про-
странств ( ; )pL a b  используется интеграл Лебега, 
который, вообще говоря, отличается от привыч-
ного интеграла Римана. Однако для достаточно 
широкого класса функций интегралы Лебега и Ри-
мана дают одинаковый результат. В предлагае-
мом конспекте лекций для всех вычислений, свя-
занных с пространствами ( ; )pL a b , можно при-
менять интеграл Римана, определенный или не-
собственный. 

Кроме того, понятие элементов простран-
ства ( ; )pL a b  нуждается в уточнении. В кон-
струкции этих пространств, главную роль играет 
процесс интегрирования. Значение интеграла Ле-
бега не меняется при изменении подынтегральной 
функции в отдельно взятой точке или в несколь-
ких точках, или на множестве нулевой длины. В 
связи с этим равенство двух функций понимается 
особым образом. 

Говорят, что какое-то соотношение выпол-
няется почти всюду на промежутке (a;b), если оно 
выполняется для всех t∈(a;b) за исключением, 
может быть, множества нулевой длины. Если 
x(t)=y(t) почти всюду на (a;b), то считается, что 
x=y в пространстве Lp(a;b). Поэтому, строго го-
воря, элементами пространства Lp(a;b) являются 
классы функций. Точно так же ограниченность 
функции в пространстве L∞(a;b) понимается в сле-
дующем смысле: |x(t)|≤c почти всюду на (a;b). По-
этому полное название пространства L∞(a;b) зву-
чит так: пространство существенно ограниченных 
функций.                     

 
2. Метрические пространства 

Определение 1. Множество Х называется 
метрическим пространством, если для всех его 
элементов определена такая числовая функция 
ρ(x,y) двух аргументов, что для любых x, y, z ∈X 
выполняются три аксиомы: 

I. ρ(x,y) ≥0, причем ρ(x,y)=0 ⇔ x=y; 
II. ρ(x,y) = ρ(y,x) (симметричность); 
III. ρ(x,y) ≤ ρ(x,z)+ρ(z,y) (неравенство тре-

угольника).  
Элементы метрического пространства 

называют также точками, функцию ρ(x,y) – метри-
кой, или расстоянием, между точками x и y. 

Иногда будем помечать метрику индексом 
Х, т.е. ρХ(x,y), чтобы указать, о каком именно про-
странстве точек идет речь. На одном и том же 
множестве Х могут быть заданы разные метрики. 
Перечисленные аксиомы I–III согласуются с 

обыденным представлением о свойствах расстоя-
ния. Аксиома III имеет существенное значение, 
когда точки x, y, z попарно различны, в противном 
случае она следует из двух предыдущих аксиом. 

Утверждение. Пусть ρ(x,y) – некоторая 
метрика в пространстве Х. Доказать, что функции 

( , )ˆ( , ) ln(1 ( , )), ( , )
1 ( , )

x yx y x y x y
x y

ρρ ρ ρ
ρ

= + =
+

  

тоже задают метрики в этом пространстве.   
Определение 2. Пусть Х – метрическое 

пространство. Шаром с центром в точке х∈Х и 
радиусом r∈R называется множество 

( ) { : ( , ) }.rB x y X x y rρ= ∈ <   

Множество XΩ⊂  называется ограни-
ченным, если оно содержится в некотором шаре. 

 
3. Примеры метрических пространств 

1. Пространство изолированных точек с 
дискретной метрикой.  

Рассмотрим, произвольное множество Х. 
Определим в нем расстояние между точками сле-
дующим образом: 

1, ;
( , )

0, .
x y

x y
x y

ρ
≠

=  =
 

Расстояние между различными элементами 
принимается равным единице, независимо от  
природы этих элементов и от их геометрической 
интерпретации. Тем не менее, такое расстояние 
удовлетворяет аксиомам метрики, это нетрудно 
проверить: 

I. ρ(x,y) ≥0, причем ρ(x,y)=0 ⇔ x=y; 
II. ρ(x,y) = ρ(y,x); 
III. 

1 2

( , ) ( , ) ( , )x y x z z yρ ρ ρ
= =

≤ +
 

 для раз-

личных x, y, z. 
Это пример самой примитивной метрики, 

реагирующей только на отличие точек друг от 
друга. 

2. Пространство вещественных чисел  . 
Расстояние между числами x и y∈  вы-

числяется по формуле  
( , ) | | .x y x yρ = −  

Аксиомы метрики соответствуют элемен-
тарным свойствам модуля вещественных чисел: 

I. |x-y| ≥0, причем |x-y|=0 ⇔ x=y; 
II. |x-y| = |y-x|; 
III. |x-y| ≤ |x-z|+|z-y|. 
Шар с центром в точке х и радиусом r пред-

ставляет собой интервал длины 2r: 
{ } ( )( ) :| | ;rB x y x y r x r x r= ∈ − < = − + . 

3. Пространство n-мерных числовых векто-
ров Rn. 

В этом пространстве могут быть заданы 
разные метрики. Приведем три основные: 
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1
1

( , ) | |;
n

k k
k

x y x yρ
=

= −∑  

2
2

1
( , ) ( ) ;

n

k k
k

x y x yρ
=

= −∑  

1
( , ) max | | .k kk n
x y x yρ∞ ≤ ≤

= −  

Исследуем свойства этих метрик на при-
мере пространства 2 . Выясним, как вычисля-
ется расстояние между точками и как выглядит 
единичный шар с центром в нуле.  
Пусть х=(2,3), у=(10,7). 
 

 
 

Рис.1 
 
Из (рис. 1) видно, что метрика 1ρ  вычис-

ляется следующим образом: 

1( , ) | 2 10 | | 3 7 | 12x yρ = − + − = . 

 
Рис.2 

Шар в метрике 1ρ  изображен на рис.2. 

{ }1 1 2 1 2(0) ( , ) : 1B x x x x x= = + < . 

В метрике 2ρ : 

 
Рис.3 

 
2 2

2 ( , ) (2 10) (3 7) 4 5x yρ = − + − =
(рис.3). 

Шар, рис.4 

 
Рис.4 

 
В метрике ρ∞: 

{ }( , ) max 2 10 , 3 7 8x yρ∞ = − − =  

(рис.5); 

{ }{ }1 1 2 1 2(0) ( , ) : max , 1B x x x x x= = <  

(рис.6). 

 
Рис.5 

 

 
Рис.6 

 
По рисункам 1, 3, 5 видно, что метрика ρ1 

вычисляет длину пути из точки х в точку у, если 
двигаться параллельно координатным осям. Та-
ким образом, задают метрику в городе с прямо-
угольным расположением улиц, иногда называют 
манхэттенским расстоянием. Метрика ρ∞ опреде-
ляет наибольшее отклонение между координа-
тами векторов х и у. Метрика ρ2 вычисляет длину 
отрезка, соединяющего точки х и у. Это привыч-
ный способ измерения расстояния в евклидовой 
геометрии, поэтому метрику ρ2 называют евкли-
довой. 

4. Пространства бесконечных числовых 
последовательностей ℓp.  

Для конечного p расстояние определено 
формулой 

1

1
( , ) .p

pp
k k

k
x y x yρ

∞

=

 = − 
 
∑
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В частности,  

1

1
( , ) ;k k

k
x y x yρ

∞

=

= −∑
 

( )2

2

1
( , ) .k k

k
x y x yρ

∞

=

= −∑
 

Метрика пространства ℓ∞ получается из 
метрики пространства ℓp при p→∞: 

1
sup | | .k k

k
x yρ ∞

≤ <∞
= −


 

5. Пространства непрерывных и непре-
рывно дифференцируемых функций Ck[a;b].  

Расстояние определено формулой 

( ) ( )

[ ; ]0
( , ) max ( ) ( ) .k

k

C t a b
x y x t y tρ

∈
=

= −∑  



 

При k=0 получаем метрику в пространстве 
непрерывных функций: 

[ ; ]
( , ) max ( ) ( ) .C t a b
x y x t y tρ

∈
= −  

Такая метрика еще называется равномер-
ной. Графическая реализация этой метрики изоб-
ражена на рисунке 7. Расстояние между непре-
рывными функциями определяется как наиболь-
шее отклонение между их графиками. 

Проверим выполнение аксиом I-III для рав-
номерной метрики: 

 

 
Рис.7 

 
I. 

[ ; ]
( , ) max ( ) ( ) 0

t a b
x y x t y tρ

∈
= − ≥  – оче-

видно; 
 

[ ; ]
( , ) max ( ) ( ) 0

t a b
x y x t y t x yρ

∈
= − = ⇔ =  – 

проверка устно; 
II. 

[ ; ] [ ; ]
( , ) max ( ) ( ) max ( ) ( )

( , )
t a b t a b

x y x t y t y t x t

y x

ρ

ρ
∈ ∈

= − = − =

=
 

– очевидно благодаря свойствам модуля; 
III. ( , ) ( , ) ( , )x y x z z yρ ρ ρ≤ +  – выте-

кает из неравенства треугольника для модуля и 
свойства максимума: 

[ ; ]

[ ; ]

( , ) max ( ) ( )

max ( ) ( ) ( ) ( )
t a b

t a b

x y x t y t

x t z t z t y t

ρ
∈

∈

= − =

= − + − ≤
 

( )
[ ; ]

[ ; ] [ ; ]

max ( ) ( ) ( ) ( )

max ( ) ( ) max ( ) ( )

( , ) ( , ).

t a b

t a b t a b

x t z t z t y t

x t z t z t y t

x z z yρ ρ

∈

∈ ∈

≤ − + − ≤

≤ − + − =

= +

 

Аксиомы метрики выполнены. 
Исследуем, как в равномерной метрике вы-

глядит шар радиуса r, центром которого является 
функция x:  

{ }[ ; ]
( ) [ ; ] : max ( ) ( )r t a b

B x y C a b x t y t r
∈

= ∈ − < =  

[ ; ] : ( ) ( ) ( )
.

[ ; ]
y C a b x t r y t x t r

t a b
∈ − < < + 

=  ∀ ∈ 
 

 
Рис.8 

 
Отсюда видно, что шар Br(x) представляет 

собой множество функций y(t), графики которых 
лежат в полосе ширины 2r, располагающейся 
вдоль графика функции x(t) (рис.8). 

6. Пространства Лебега Lp(a;b). 
Для конечного p, расстояние вычисляется 

по формуле 
1

( , ) ( ) ( ) .p

b pp

L
a

x y x t y t dtρ
 

= − 
 
∫  

В частности, 

1 ( , ) ( ) ( ) .
b

L
a

x y x t y t dtρ = −∫  

2
2( , ) ( ( ) ( )) .

b

L
a

x y x t y t dtρ = −∫  

Надо заметить, что пространство L∞(a;b) 
также является метрическим. 

Справедливы следующие утверждения: 
1. Функция 

1
( , ) min k kk n
x y x yρ

≤ ≤
= −  не яв-

ляется метрикой в пространстве Rn. 
2. Функция 

1
( , ) inf k kk
x y x yρ

≤ <∞
= −  не яв-

ляется метрикой в пространстве ℓ∞.  
3. Функция 

[ ; ]
( , ) min ( ) ( )

t a b
x y x t y tρ

∈
= −  

не является метрикой в пространстве C[a;b]. 
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4. Функция 2( , ) ( ( ) ( ))
b

a

x y x t y t dtρ = −∫  

не является метрикой в пространстве L2(a;b).  
 
4. Исследование функций на принадлеж-
ность определенным пространствам. 
Вычисление метрики 

 
Пример 4.1. Определить аналитическим 

способом (без построения графика), принадлежит 
ли функция x=x(t) пространствам непрерывных 
функций C[a,b], C[c,d].  

 
Решение. 

2

1 , (0,1)
ln

( ) 0, 0, [ , ] [ 2, 2]; [ , ] [1,3].
sin , [0,1)

t
t

x t t a b c d
t

t


∈

= = = − =

 ∉


 

Используем определение пространства не-
прерывных функций C[a,b]: 

 [ , ]x C a b∈ ⇔ x(t) определена в каждой 
точек отрезка [a,b], 

0
0lim ( ) ( )

t t
x t x t

→
=  для любых точек 

0 ( , ),t a b∈
0

lim ( ) ( ),
t a

x t x a
→ +

=
0

lim ( ) ( ).
t b

x t x b
→ −

=   

Заметим, что функция x(t), определена во 
всех точках  числовой прямой. К тому же это ку-
сочно-заданная функция, причем две ее основ-

ные компоненты 
1

ln t
 и 

2sin t
t

 непрерывны на 

своих промежутках задания. Поэтому x(t) может 
иметь разрывы только в точках t=0, t=1.       

Исследуем предельное поведение функции 
x(t) в точке t=0: 

2

0 0 0 0

0 0 0 0

sinlim ( ) lim 0;

1lim ( ) lim 0; (0) 0.
ln

t t

t t

tx t
t

x t x
t

→ − → −

→ + → +

= =

= = =
 

Поскольку 
0 0 0 0

lim ( ) lim ( ) (0),
t t

x t x t x
→ + → −

= =  

то функция x(t) непрерывна в точке t=0. 
Исследуем предельное поведение функции 

x(t) в точке t=1:  

1 0 1 0

2

1 0 1 0

1lim ( ) lim ;
ln
sinlim ( ) lim sin1;

(1) sin1.

t t

t t

x t
t
tx t

t
x

→ − → −

→ + → +

= = −∞

= =

=

 

Поскольку левосторонний предел беско-
нечный, то функция x(t) имеет разрыв в точке 

t=1. Значит, [ 2, 2].x C∉ −  Однако, правосторон-
ний предел в точке t=1 конечный и совпадает со 
значением функции в этой точке. Поэтому функ-
ция x(t) непрерывна на отрезке [1,3]. Отсюда, 

[1,3].x C∈  
Пример 4.2. Определить, принадлежит ли 

функция x=x(t) пространствам [ 1,1],x C∈ −  
1 2[ 1,1], [ 1,1].C C− −  

Решение. 3( )x t t= . 
Имеем пространства непрерывных и 

непрерывно дифференцируемых функций. Оче-
видно, функция 3( )x t t=  непрерывна на всей 
числовой прямой и, в частности, на отрезке[-1,1]. 
Значит, [ 1,1].x C∈ −  

Производная этой функции
3 2

1( )
3

x t
t

′ =

имеет разрыв в точке t=0, значит, функция x не яв-
ляется непрерывно дифференцируемой на отрезке 
[-1,1]. Отсюда [ 1,1].x C′∉ −       

Поскольку 2 1[ 1,1] [ 1,1],C C− ⊂ −  то 
2[ 1,1].x C∉ −   
Пример 4.3. Проверить, принадлежит ли 

функция x=x(t) пространству 1( , )L a b . На осно-
вании этого сделать вывод, может ли функция x 
принадлежать пространству 2 ( , ).L a b     

Решение. 
3( ) , ( , ) ( 1,1)
1

tx t a b
t
+

= = −
+

 

Здесь имеем пространства Лебега. Прове-
рим, принадлежит ли функция x пространству 

1( 1,1) :L −  
1 1 1 1

1 1 1 1

3 1 1
1 1

3 2| ( ) | 1
1 1

2 16 2( 1) 4 1 .
3 3

t dtx t dt dt t dt
t t

t t

− − − −

− −

+
= = + + =

+ +

= + + + = < ∞

∫ ∫ ∫ ∫

Таким образом, 1( 1,1),x L∈ −  а поскольку 
2 1( 1,1) ( 1,1),L L− ⊂ −  то функция x может при-

надлежать пространству 2 ( 1,1).L −   
Пример 4.4. Определить, каким из пере-

численных пространств, принадлежит функция 
x=x(t): 

1 2 1

2

[0,1], (0,1), (0,1), (0,1), (1, ),
(1, ), (1, ).

C L L L L
L L

∞

∞

+∞

+∞ +∞
 

Решение. 
1( )x t
t

= . 
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Функция x(t) не определена в точке t=0, по-
этому [0,1].x C∉   

Проверим принадлежность пространствам 
Лебега на промежутке (0,1): 

1 1
1

0 0

| ( ) | (0,1);dtx t dt x L
t

= = +∞⇒ ∉∫ ∫  

Поскольку 1 2(0,1) (0,1) (0,1),L L L∞⊃ ⊃  

то 2 (0,1), (0,1).x L x L∞∉ ∉  
Проверим принадлежность пространствам 

Лебега на промежутке (1,+∞): 

1

1 1

| ( ) | (1, );dtx t dt x L
t

+∞ +∞

= = +∞⇒ ∉ +∞∫ ∫  

2 2
2

1 1

( ) (1, );dtx t dt x L
t

+∞ +∞

= = +∞⇒ ∈ +∞∫ ∫  

При t > 1 функция x(t) ограничена: |x(t)| < 1. 
Поэтому (1, ).x L∞∈ +∞     

Пример 4.5. Определить, принадлежит ли 
бесконечная числовая последовательность x про-
странствам 1 2 3 4. , . , .l l l l l∞  

Решение. Пусть 
1

1
n

x
n

∞

=

 =  
 

. 

Просуммируем члены последовательно-
сти, получаем расходящийся гармонический ряд: 

1

1 1

1 .n
n n

x x l
n

∞ ∞

= =

= = ∞ ⇒ ∉∑ ∑  

Просуммируем члены последовательности 
с квадратами, получим сходящийся ряд из обрат-
ных квадратов: 

2 2
2

1 1

1 .n
n n

x x l
n

∞ ∞

= =

= < ∞ ⇒ ∈∑ ∑  

Поскольку 2 3 4 ,l l l l∞⊂ ⊂ ⊂  то 
3 4, , .x l l l∞∈  

Решение. Пусть x=(1,2,3,4,…,99,0,0,0,…) 
Отметим сразу, что последовательность x 

ограничена: 
99, 1,2,3, .kx k x l∞≤ = ⇒ ∈  

Последовательность x содержит лишь ко-
нечное число ненулевых членов, поэтому при лю-
бом натуральном показателе p имеем сумму ко-
нечного числа слагаемых:   

99

1 1
.

p
p p

k
k k

x k x l
∞

= =

= < ∞ ⇒ ∈∑ ∑  

Таким образом, последовательность x при-
надлежит всем указанным в задаче простран-
ствам. 

Решение. Пусть  

2 3 4 5, , , ,...
1 2 3 4

x  = − − 
 

 

Определим общий член последовательно-
сти: 

1 1( 1) , 1, 2,3,...n
k

nx n
n

+ +
= − =  

Просуммируем члены последовательности 
с произвольным показателем p: 

1 1

1 .
pp

n
n n

nx
n

∞ ∞

= =

+ = = ∞ 
 

∑ ∑  

Ряд расходится, потому что не выполнен 
необходимый признак сходимости: 

1lim 1 0.
p

n

n
n→∞

+  = ≠ 
 

 

Однако последовательность x ограничена: 
2, 1, 2,3,...nx n≤ =  

Таким образом, 1 2 3 3, , , ,x l l l l∉ но 

.x l∞∈  
Пример 4.6. Указать наименьшее целое 

число p, при котором бесконечная числовая по-
следовательность x принадлежит пространству 

.pl    
Решение. 

5 2
1

1
1 k

x
k

∞

=

 
=  

+ 
 

Заметим, что данная последовательность 
знакоположительная, поэтому опускаем модуль: 

1
.p p

k
k

x l x
∞

=

∈ ⇔ < ∞∑  

Сходимость знакоположительного ряда 
устойчива относительно замены общего члена 
ряда на эквивалентное выражение: 

2 /55 2

1 1
1

p

p
k px

kk

 
=  

+ 
  при .k →∞   

Используем условие сходимости обобщен-
ного гармонического ряда: 

2 /5
1

1 2 1.
5p

k

p
k

∞

=

< ∞ ⇔ >∑  

Значит, px l∈  при любом, 
5 .
2

p >  Таким 

образом, p=3 – это наименьшее целое число p, при 
котором последовательность x принадлежит про-
странству pl . 

Пример 4.7. Найти расстояние между 
функциями x=x(t) и y=y(t) в пространстве C[a,b].    

 
Решение. Пусть x(t)=t, y(t)=2cost, C[0,2π]. 
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[0,2 ] [0,2 ]

[0,2 ]

( , ) max | ( ) ( ) |

max | 2cos . |

C t

t

x y x t y t

t t

π π

π

ρ
∈

∈

= − =

= −
 

 
Найдем наибольшее абсолютное значение 

функции φ(t)= t-2cost на отрезке [0,2π]. Как из-
вестно, наибольшее значение непрерывной функ-
ции следует искать среди ее значений на концах 
отрезка и локальных экстремумов внутри отрезка. 
Вычисляем φ'(t)=1+2sint. Из условия φ'(t)=0, t∈
[0,2π], находим точки, в которых могут быть ло-
кальные экстремумы: 

1 2
7 11, .
6 6

t tπ π
= =  

Сравним абсолютные значения функции φ 
в точках t1, t2 и на концах отрезка: 

1
7( ) 3 5,4;
6

t πϕ = + ≈  

2
11( ) 3 4;

6
t πϕ = − ≈  

(0) 2;ϕ =  

(2 ) 2 2 4,3.ϕ π π= − ≈  
 
Выбираем среди этих значений наиболь-

шее и получаем расстояние между функциями x и 
y в пространстве C[0,2π]:  

[0,2 ]
7( , ) 3 5, 4.
6C x yπ
πρ = + ≈  

Заключение 
Метрические пространства – важное поня-

тие в математике, которое играет значимую роль 
в анализе, топологии, теории вероятностей и дру-
гих дисциплинах. Они представляют собой аб-
страктные математические структуры, в которых 
можно измерять расстояния между элементами 
множества. Изложенная теория метрических про-
странств позволяет проводить дальнейшие иссле-
дования, а именно: 

1. Разработка новых методов интегриро-
вания. Современные математики продолжают 
исследовать различные методы интегрирования 
на метрических пространствах, что важно в при-
кладных областях, таких как обработка сигналов 
и машинное обучение. 

2. Применение в анализе данных. Меры и 
интегралы на метрических пространствах позво-
ляют оценивать распределения, моменты и другие 

статистические характеристики данных, что по-
лезно при анализе больших объёмов информации. 

3. Использование в машинном обучении. 
Анализ данных в различных пространствах, 
включая метрические, позволяет разрабатывать 
более точные и эффективные алгоритмы машин-
ного обучения. 

4. Применение в физике и инженерии. 
Меры и интегралы на метрических пространствах 
находят применение в физике и инженерии, осо-
бенно в задачах моделирования и анализа систем. 

Таким образом, метрические пространства 
остаются активной областью исследований и 
имеют потенциал для дальнейшего развития и 
расширения их применения. Понимание и владе-
ние этой темой позволяют углубить знание мате-
матики и использовать её в решении разнообраз-
ных задач в науке и технике.  
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Добровольский Ю.Н. Метрика – как одна из важнейших структур абстрактной мате-
матики. Дано определение метрики, описаны свойства основных классических функцио-
нальных пространств с заданной метрикой, приведены примеры метрических пространств; 
показано, как вычислять расстояние и как выглядит шар в пространстве 2 , [ ; ]kC a b  при 
различных заданиях метрики. Исследование функций на принадлежность определенным про-
странствам. Вычисление метрики. 
 
Ключевые слова: метрическое пространство, метрика, непрерывные функции, кусочно-не-
прерывные функции, числовые последовательности. Интеграл Лебега, условие почти всюду, 
существенно ограниченные функции.  
 
Dobrovolsky Yu.N. Metric - as one of the most important structures of abstract mathematics. A 
metric definition is given, the properties of the main classical functional spaces with a given metric 
are described, examples of metric spaces are given; shows how to calculate the distance and how 
the ball looks in space under various metric tasks. Investigation of functions for belonging to certain 
spaces. Metric computation. 
 
Keywords: metric space, metric, continuous functions, piecewise continuous functions, numerical 
sequences. Lebesgue integral, condition almost everywhere, essentially bounded functions. 
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